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Введение 

 

Если поставлена цель решить конкретную математическую задачу, то 

обычно выбирается такой метод её решения, который  решающему 

представляется наиболее целесообразным и быстрее приводит к цели. 

Чаще используется тот метод, которым лучше владеет этот решающий.  Во 

многих случаях просто разрабатывается первая пришедшая идея решения. 

    Важно не только решить задачу, но решить её наиболее рациональным 

способом. При имеющихся нескольких способов решения данной задачи 

нетрудно выделить лучшие из них, оценить их. Споры о преимуществах 

того или иного метода решения являются беспредметными, если  

рассматривать эти методы без применения к конкретной задаче. Один и 

тот же метод может оказаться очень эффективным или же совсем слабым в 

применении его к решению разных задач. Суждение о простоте или 

трудности того или иного решения в значительной мере субъективно. Оно 

существенно зависит от степени подготовленности, от уровня владения 

материалом. 

На примере демонстрации решения двух геометрических и одной 

алгебраической задач мы попытаемся достичь следующих целей, 

поставленных в рамках исследовательской работы: 

1) демонстрация разных методов решения геометрических задач; 

2) выявление преимуществ и недостатков в применении конкретных 

методов решения; 

3) установление внутрипредметных связей в процессе демонстрации 

различных способов решения. 
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Задача 1.  На гипотенузе АВ прямоугольного треугольника АВС 

построен квадрат АВDЕ в той полуплоскости от прямой АВ, которой 

не принадлежит треугольник АВС. Найти расстояние от вершины С 

прямого угла до центра квадрата, если катеты ВС и АС имеют 

соответственно длины a и b. (Приложение №1) 

 

Решение 1(по теореме синусов) 

Пусть точка Q – центр построенного квадрата. Так как угол AQB прямой, 

то точка Q лежит на описанной около треугольника АВС окружности. 

(Приложение №2) Её диаметром  служит гипотенуза АВ. Из треугольника 

AQC по теореме синусов имеем: ),45sin(ABCQ 0  где   

- величина угла ВАС. Далее получаем: 

.
2

)(
2

2
)45sincos45cos(sin 00 ba

c

b

c

a
ccCQ


   Итак, искомое 

расстояние CQ равно .
2

ba 
 

 

Решение 2(по теореме косинусов) 

Из того же треугольника AQC по теореме косинусов находим: 

).45cos(2CQ 0222  AQbAQb Поскольку ,
2

1
AQ 22 c то 

,)(
2

1
)(

2

1
)(

2

2

2
2

2

1
CQ 22222222 baabbbab

c

a

c

bc
bcb   

.
2

ba
CQ


  

 

Решение 3(по теореме Птолемея) 

Для вписанного в окружность четырёхугольника AQBC имеем: 

CQ.cBQbAQa   

Но 
2

c
BQAQ   и, следовательно, ,

2
)( CQc

c
ba  откуда .

2

ba
CQ


  
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Решение 4( методом площадей) 

Сумма площадей треугольников АВС и АВQ равна площади 

четырёхугольника AQBC: 

,sin
2

1

2

1
  ab

2

1 2  CQcAQ  где   - величина угла между прямыми AB и CQ. 

Луч CQ есть биссектриса угла АСВ, так как вписанные углы АСQ и BCQ 

опираются на равные дуги AQ и BQ. По теореме о внешнем угле 

треугольника .450  Подставив в предыдущее равенство  вместо 2AQ = 

)a(
2

1 22 b и ,
2

2
sin

c

ba 
 получим: 

 ).(
2

2
)(

2

1 22 baCQbaab   Откуда становится ясно, что .
2

ba
CQ


   

 

Решение 5(методом дополнительных построений) 

Проведём луч QC1 так, что .Q 1 BQССА   (Приложение №3) Тогда 

треугольники CBQ и C1AQ равны по стороне и двум прилежащим углам.  

.45)45(180,45.CBQ 000

1

0  ABCBACQACABС   

Следовательно, .Q 1QААСВ   Отсюда следует, что CQ = QС1 и СВ = АС1.  

Поэтому CC1 = CA + AC1 = CA + CB = a + b.  Треугольник CQC1  - 

равнобедренный 

(CQ = CQ1) и прямоугольный(CQC1 = AQC + AQC1 = AQC 

+BQC =  BQA = 90
0
). Поэтому .

2

ba
CQ


  

 

Решение 6(методом координат) 

Примем прямые СА и СВ за координатные оси Ох и Оу прмоугольной 

декартовой системы координат. Пусть х и у  координаты точки Q.Точка Q  

- точка биссектрисы угла АСВ и равноудалена от точек А(b;0) и В(a;0). 

Учитывая, что x = y, решим уравнение ,)()b-x( 2222 ayxy  откуда 

).()(2 22 ababx   Если ba  ,  то .
2

ba
yx


  
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При a = b четырёхугольник AQBC является квадратом и a,yx  то есть 

координаты точки Q удовлетворяют прежнему решению. По формуле 

расстояния между двумя точками .
2

)
2

(2xCQ 222 baba
y





  

 

Решение 7(чисто геометрическое) 

Опишем около квадрата ABDA1 другой квадрат со стороной a + b. Тогда 

искомое расстояние, очевидно, равно половине диагонали этого квадрата. 

 

Задача 2. В окружность вписан равносторонний треугольник АВС. На 

дуге ВС дана произвольная точка М. Доказать, что МА = МВ + МС. 

(Приложение №5) 

 

Решение 1(с помощью следствия из теоремы синусов) 

Так отрезки МА, МВ и МС являются хордами окружности, описанной 

около треугольника АВС, то их длины можно выразить через радиус R 

этой окружности. Обозначив ,ВАМ  находим: 

).-2Rsin(60z,2Rsiny),2Rsin(60x 00    

Тогда из тождества )-sin(60sin)sin(60 00    следует, что ,zyx   

то есть МА = МВ + МС. 

 

Решение 2(с помощью теоремы косинусов) 

Отрезки МА, МВ и МС являются сторонами треугольников АМВ и ВМС, в 

которых 

060АМВ  и .1200ВМС  Применим к этим треугольникам теорему 

косинусов. Пусть z.MCy,MBx,MAа,AB   Учитывая, что 
2

1
60cos 0   и 

,
2

1
120cos 0  получим ,222 xyyxa  .222 yzyza   Вычтем почленно из 
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первого равенства второе и получим: 0)(22  zxyzx и далее 

.0)()(  zyxzx  Отсюда х = у + z, то есть 

МА = МВ + МС. 

Решение 3( методом площадей) 

Пусть ,ANB  где .BCAMN   Тогда .ACMABMABMC SSS   Нетрудно 

доказать, что 

AC)ABноCM),AB(
2

1
,

2

1
AC

2

1
ABM(ABM  ANBCM

 0180ACM  ( )(
2

1
ACM BMAB  ), поэтому 

),180sin(
2

1
sin

2

1
sin

2

1 0   azxyax откуда .zyx   То есть МА = МВ + 

МС. 

 

Решение 4 

(методом дополнительных построений и с помощью поворота) 

Отложим на отрезке МА отрезок MD, равный отрезку МВ, и докажем, что 

DA = MC. (Приложение №5) 

Поскольку ,60AMB 0 то треугольник BDM является равносторонним. 

Треугольник АВС также равносторонний. Повернём треугольник ВСМ 

вокруг точки В на 60
0
 так, чтобы точка

 
М совпала с точкой А. Тогда точка 

М совпадёт с точкой D  и отрезок МС совместится с отрезком DA. Итак, 

DA = MC. Поэтому при любом выборе положения точки М на дуге ВС 

имеем: МА = МВ + МС. (Изящное решение!) 

 

 Решение 5 

(методом дополнительных построений) 

Отложим на отрезке МА отрезок MD, равный отрезку МВ, и докажем, что 

DA = MC. 
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Треугольник BDM равносторонний. Соединим точки B и D. BM = BD, 

углы DAB и BCM  равны, АВ = ВС, .120CMBADB 0  Значит, равны и 

третьи углы треугольников  

ADB и BMC. Поэтому треугольники ADB и BMC равны. Следовательно, 

AD = MC. 

Значит, МА = AD + DM = MC + CB. Требуемое доказано. 

 

 

Решение 6(с помощью теоремы Птолемея) 

По теореме Птолемея имеем: .СМАВВМАСАМВС   Так как ВС = АС 

= AB = a, то, разделив обе части этого равенства на а, получим, что АМ = 

ВМ + СМ. 

Теперь рассмотрим различные способы решения одной интересной 

алгебраической задачи:    

Задача 3: 
2

1
.1 4422  baba ». 

Решение. 

Первый способ. 

Из условия вытекает, что .22 1 ab   

И нужно доказать, что   .
2

1
1

224  aa Следующая цепочка верных 

неравенств приведет нас к желаемому результату:    .012
22a  

   ...
2

1
210

2

1
220144 4242424 aaaaaaa  

    ...
2

1

2

1

2

1
1 44224224  babaaa   Требуемое 

доказано. 

 

Второй способ. 
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Опираясь на соотношение между средним квадратичным и средним 

арифметическим двух положительных чисел, имеем: 







.
22

2244 baba
 

 






 .. 244

22244

1
4

2

42
ba

baba
.

2

144  ba  Ясно, что 

неравенство будет верным, если одно из чисел будет равным нулю. 

 

Третий способ решения указывает на связь алгебры и тригонометрии. 

Согласно условию можно допустить: ,sin 22 a  .cos 22 b  Решение 

задачи свелось к доказательству истинности неравенства 

.cossin
2

144     

Очевидно, что 

 .cossin.cossin.sin
2

1
21412 22222   

 .cossin
2

1
21 22     .cossincossin

2

1
2 22222   

 .cossincoscossinsin
2

1
22 224224 

.cossin
2

144    И требуемое очевидно истинно. 

 

Решение четвертым способом основано на применении известного 

свойства скалярного произведения ненулевых векторов. (То есть 

,cos baba где    - угол между векторами a  и .b  

Причем, ввиду того, что ,cos 1  .bababa   

И равенство слева выполняется в случае, если векторы a  и b  

противонаправлены, а справа -  если векторы a  и b  сонаправлены.) 
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Рассмотрим векторы  22 bam ;  и  .;11n  Тогда ,44 bam   2n  и 

,211 4422  baba  а  .44

22

2
ba

ba



 

И далее 
 

,
2

222

44 ba
ba


  то есть .

2

144  ba  

 

Решим задачу пятым способом.  

Рассмотрим  графическую интерпретацию задачи. 

Для этого введем замену: ,xa 2  .yb 2 Тогда уравнение и 

неравенство будут выглядеть так: 1 yx  и  .
2

122  yx  Учитывая, что 

,, 00  yx  построим их графики – отрезок с концами на координатных 

осях Ох и Оу в точках  01; ,  10;  и открытую область, ограниченную 

четвертью окружности 

2

22

2

1








 yx и положительными 

координатными полуосями.  

Ясно, что эти графики касаются в точке 

.; 








2

1

2

1
 Все точки первого графика 

расположены в области, являющейся графиком 

неравенства .
2

122  yx  

Следовательно, требуемое доказано.  

 

 

 

 

 

 

1 
. 

x 

y 

1 

2

1

2

1

0 
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Вывод 

В работе мы рассмотрели различные способы решений  трёх различных  

задач, используя известные методы. Анализируя все решения, мы сделали 

для себя важные выводы. Мы поняли, что важно не только решить задачу, 

а решить ее наиболее рациональным способом.  

Как видим, рассматриваемые задачи предполагают разнообразные 

способы решения, применение которых позволяет демонстрировать 

значение использования внутрипредметных связей при установлении 

зависимостей между математическими объектами.  
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